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线性代数
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主要内容

1 向量的线性组合

2 向量组的线性相关性

3 线性子空间
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线性组合

假设 (V ,+, ·) 是 (实) 线性空间.
1 对于两个向量 a1, a2, 可以作它们的相加: a1 + a2.
2 可以作数 k 和向量 a 的数乘: ka = k · a.

定义

假设 a1, a2, · · · , am ∈ V 是 m 个向量, k1, · · · , km ∈ R 是 m 个数.

k1a1 + · · ·+ kmam

称为 a1, a2, · · · , am 的线性组合, k1, · · · , km 称为线性组合的系数.

评述

以上表达式只涉及向量的线性运算，因此称为它们的线性组合.
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线性表示

定义

假设 b ∈ V , 如果存在数 λ1, · · · , λm(∈ R) 使得

b = λ1a1 + · · ·+ λmam,

则称 b 能由向量组 {a1, a2, · · · , am} 线性表示.
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R2 和 R3 中向量的线性组合
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向量空间 Rn 中的向量

以 V = Rn 这个具体例子讨论线性组合.
以列向量 a1, · · · , am 等来表示 Rn 中的向量. 令

A = (a1, a2, · · · , am) ∈ Mn×m

(按列分块). 则

命题

方程 Ax = b 有解当且仅当 b 可由 {a1, a2, · · · , am} 线性表示.

由线性方程组的理论可知

定理

b 可由 {a1, a2, · · · , am} 线性表示当且仅当

R(a1, a2, · · · , am) = R(a1, a2, · · · , am, b).
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向量组的线性表示

定义

设有两组向量 A = {a1, · · · , am},B = {b1, · · · , bℓ}.
若 B 中每个向量均可由 A 的线性组合表示, 称 B 可由 A 线
性表示.
若 A 和 B 可互相线性表示，则称向量组 A 和 B 等价.
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例子

例子
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若 B 能由 A 线性表示, 则存在实数 kij 使得

b1 = a1k11 + a2k21 + · · ·+ amkm1,
b2 = a1k12 + a2k22 + · · ·+ amkm2,

...
bℓ = a1k1ℓ + a2k2ℓ + · · ·+ amkmℓ.

也就是

B = (b1, b2, · · · , bℓ) = (a1, a2, · · · , am)K = AK ,

其中 K = (kij). 方程 AX = B 有解当且仅当 R(A) = R(A,B). 所
以, 有

定理

以 A 表示矩阵 (a1, · · · , am), B 表示矩阵 (b1, · · · , bℓ). 向量组
{b1, · · · , bℓ} 能由向量组 {a1, · · · , am} 线性表示当且仅当
R(A) = R(A,B).
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推论

向量组 {a1, · · · , am} 和向量组 {b1, · · · , bℓ} 等价当且仅当

R(A) = R(B) = R(A,B).
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例子

a1 =


1
−1
1
−1

 , a2 =


3
1
1
3

 , b1 =


2
0
1
1

 , b2 =


1
1
0
2

 , b3 =


3
−1
2
0

 .

证明向量组 {a1, a2} 与向量组 {b1, b2, b3} 等价.
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例子

证明.
令 A = (a1, a2),B = (b1, b2, b3). 只需证 R(A) = R(B) = R(A,B).
通过初等行变换将 (A,B) 化成行阶梯形

1 3 2 1 3
0 2 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


可看到 R(A) = R(A,B) = 2,R(B) ≤ 2.
另外，可看到左侧矩阵包含 2 阶非零子式. R(B) ≥ 2.
所以 R(B) = 2.
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线性表示与秩

定理

向量组 {b1, · · · , bℓ} 能由向量组 {a1, · · · , am} 线性表示, 则

R(b1, · · · , bℓ) ≤ R(a1, · · · , am).

证明.
线性表示 ⇒ (a1, · · · , am)X = (b1, · · · , bℓ) 有解
⇔ R(a1, · · · , am) = R(a1, · · · , am, b1, · · · , bℓ).
所以 R(a1, · · · , am) ≥ R(b1, · · · , bℓ).
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向量组的线性相关性

V 向量空间 (不一定是 Rn), A = {a1, · · · , am} ∈ V .

定义

若存在不全为 0 的常数 k1, · · · , km ∈ R 使得

k1a1 + · · ·+ kmam = 0,

则向量组 A = {a1, · · · , am} 是线性相关的. 否则
A = {a1, · · · , am} 线性无关.
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若有 k1a1 + · · ·+ kmam = 0 且有 k1 ̸= 0, 则

a1 = − 1

k1
(k2a2 + · · ·+ kmam),

即 a1 可由其它向量线性表示.

例子

令 V = R2. 两向量 v1, v2 ∈ R2 线性相关当且仅当它们共线.

解释.
假设 k1v1 + k2v2 = 0, k1 或 k2 ̸= 0. 假设 k1 ̸= 0, 则 v1 = −k2

k1 v2.
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若有 k1a1 + · · ·+ kmam = 0 且有 k1 ̸= 0, 则

a1 = − 1

k1
(k2a2 + · · ·+ kmam),

即 a1 可由其它向量线性表示.

例子

令 V = R2. 两向量 v1, v2 ∈ R2 线性相关当且仅当它们共线.

解释.
假设 k1v1 + k2v2 = 0, k1 或 k2 ̸= 0. 假设 k1 ̸= 0, 则 v1 = −k2

k1 v2.
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例子

令 V = R3, 两向量 v1, v2 ∈ R2 线性相关当且仅当它们共线.
三向量 v1, v2, v3 ∈ R3 线性相关当且仅当它们共面.

解释. 假设 k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0, 且 k1 ̸= 0, 则

v1 = − 1

k1
(k2v2 + k3v3).

即 v1 能被 v2 和 v3 线性表示, 落在它们张成的平面上.

林胤榜

线性代数



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

向量的线性组合 向量组的线性相关性 线性子空间

例子

令 V = R3, 两向量 v1, v2 ∈ R2 线性相关当且仅当它们共线.
三向量 v1, v2, v3 ∈ R3 线性相关当且仅当它们共面.

解释. 假设 k1v1 + k2v2 + k3v3 = 0, 且 k1 ̸= 0, 则

v1 = − 1

k1
(k2v2 + k3v3).

即 v1 能被 v2 和 v3 线性表示, 落在它们张成的平面上.

林胤榜

线性代数



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

向量的线性组合 向量组的线性相关性 线性子空间

有以下容易的结论.

定理

i 若 a1, a2, · · · , am 线性相关，则 a1, a2, · · · , am, am+1 也线性
相关.

ii 若 a1, a2, · · · , am, am+1 线性无关，则 a1, a2, · · · , am 也线性
无关.

iii 若 a1, a2, · · · , am 线性无关，而 a1, a2, · · · , am, b 线性相关，
则 b 可由 a1, a2, · · · , am 线性表示，且表达式唯一.

林胤榜

线性代数



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

向量的线性组合 向量组的线性相关性 线性子空间

证明.

i ⇒ 存在不全为 0 的实数 k1, · · · , km 使得
k1a1 + · · ·+ kmam = 0
⇒ k1a1 + · · ·+ kmam + 0 · am+1 = 0
⇒ a1, a2, · · · , am, am+1 线性相关.

ii (i) 的逆否命题.
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证明.
(iii) 由于 a1, a2, · · · , am, b 线性相关，存在不全为 0 的
k1, · · · , km+1 使得

k1a1 + · · ·+ kmam + km+1b = 0.

又 a1, a2, · · · , am 线性无关, 则 km+1 ̸= 0, 即

b = − 1

km+1
(k1a1 + · · ·+ kmam).

若 b = k ′
1a1 + · · ·+ k ′

mam 为另一表达式，则

(k ′
1 +

k1
km+1

)a1 + · · ·+ (k ′
m +

km
km+1

)am = 0

得 k ′
i = − ki

km+1
.
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例子

a1, a2, a3 线性相关, a2, a3, a4 线性无关，证明:
1 a1 能由 a2, a3 线性表示.
2 a4 不能由 a1, a2, a3 线性表示.

证明.

1 a2, a3, a4 线性无关, 则 a2, a3 线性无关. 又 a1, a2, a3 线性相
关, 即存在不全为零的实数 k1, k2, k3 使得

k1a1 + k2a2 + k3a3 = 0.

k1 ̸= 0, 否则推出 a2 和 a3 线性相关. 所以
a1 = −k2

k1 a2 − k3
k1 a3, 能由 a2, a3 线性表示.

林胤榜

线性代数



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

向量的线性组合 向量组的线性相关性 线性子空间

证明.

2 由于 a1 能由 a2, a3 线性表示, 假设 a1 = k2a2 + k3a3.
若 a4 = α1a1 + α2a2 + α3a3, 则

a4 = (α1k2 + α2)a2 + (α1k3 + α3)a3,

即 a4 和 a2, a3 线性相关，矛盾.
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Rn 中向量的线性相关性

假设 a1, · · · , am ∈ Rn. 若它们线性相关, 则方程

(a1, · · · , am)n×mXm×1 = 0 (1)

有非零解. 方程有非零解当且仅当 R(a1, · · · , am) < m(m 是未知
元个数).

它们线性无关当且仅当方程 (1) 无非零解, 当且仅当
R(a1, · · · , am) = m (取到最大可能值).
总结如下:

定理

1 a1, a2, · · · , am 线性相关当且仅当 R(a1, · · · , am) < m.
2 a1, a2, · · · , am 线性无关当且仅当 R(a1, · · · , am) = m.
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Rn 中向量的线性相关性

假设 a1, · · · , am ∈ Rn. 若它们线性相关, 则方程

(a1, · · · , am)n×mXm×1 = 0 (1)

有非零解. 方程有非零解当且仅当 R(a1, · · · , am) < m(m 是未知
元个数).
它们线性无关当且仅当方程 (1) 无非零解, 当且仅当
R(a1, · · · , am) = m (取到最大可能值).
总结如下:

定理

1 a1, a2, · · · , am 线性相关当且仅当 R(a1, · · · , am) < m.
2 a1, a2, · · · , am 线性无关当且仅当 R(a1, · · · , am) = m.
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例子

a1, · · · , am 是 Rn 中一组线性无关的向量，则 m ≤ n. 这是由于
m = R(a1, · · · , am) ≤ min{m, n}.

例子 (以上例子确能取到等号)

En = (e1, · · · , en), 秩为 n,

e1 =


1
0
...
0

 , · · · , en =


0
0
...
1


是 Rn 的一组线性无关向量, 共 n 个. 称为单位坐标向量.
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例子

a1 =

1
1
1

 , a2 =

0
2
5

 , a3 =

2
4
7


讨论向量组 a1, a2, a3 及向量组 a1, a2 的线性相关性.

|(a1, a2, a3)| =

∣∣∣∣∣∣
1 0 2
1 2 4
1 5 7

∣∣∣∣∣∣ = 14 + 10 + 0− 4− 0− 20 = 0

⇒ R(a1, a2, a3) < 3 ⇒ a1, a2, a3 线性相关.

R

1 0
1 2
1 5

 = 2 ⇒ a1 和 a2 线性无关.

(或 a1, a2 在 R3 中不共线推出 a1, a2 线性无关)
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线性子空间

假设 a1, · · · , am ∈ V .

定义

L(a1, · · · , am) = {k1a1 + · · ·+ kmam | k1, · · · , km ∈ R} ⊂ V ,
即 a1, · · · , am 的线性组合的集合.

注意到, L(a1, · · · , am) 在 V 中的加法和数乘下封闭:
i (k1a1 + · · ·+ kmam) + (ℓ1a1 + · · ·+ ℓmam) =
(k1 + ℓ1)a1 + · · ·+ (km + ℓm)am ∈ L

ii ℓ(k1a1 + · · ·+ kmam) = (ℓk1)a1 + · · ·+ (ℓkm)am ∈ L
容易看出来 (L,+, ·) 构成一个线性空间.
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有以下一般的定义：

定义 (P145 定义 2)

假设 (V ,+, ·) 是一线性空间, ∅ ̸= L ⊂ V , 若 (L,+, ·) 构成线性空
间, 则 L 是 V 的一个线性子空间, 记作 L ≤ V .

定理

上述 L(a1, · · · , am) 是 V 的线性子空间.

命题

子空间必包含 0 向量.

证明.
L ≤ V . 若 v ∈ L, 则 0 = 0 · v ∈ L (数乘下封闭).
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例子
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